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1 - Ensaios para determinar a resistência à tração do concreto 

 

A resistência à tração do concreto pode ser determinada em três ensaios diferentes: ensaio 

de tração axial, ensaio de compressão diametral ou ensaio de flexão de vigas. Normalmente, o 

termo resistência à tração que aparece nas normas de projeto refere-se à resistência à tração 

axial (tração direta), fct . Na fig. 1.1, indicam-se os esquemas dos três ensaios utilizados. 

 

Pu Pu

Tração direta

fct=Pu/A

A

d

h

Pu

Compressão diametral

fct,sp=2Pu/(πdh)

Flexão de vigas

a a

Pu Pu

fct,fl=6aPu/(bh2)

b

h

 
 

Fig. 1.1 - Ensaios para a determinação da resistência à tração do concreto 

 

De maneira análoga à resistência à compressão, a resistência à tração do concreto 

apresenta uma significativa variabilidade em torno de um valor médio. Em geral, essa 

variabilidade é maior do que a verificada para a resistência à compressão. Assim, pode-se definir 

um valor médio, fctm , e um valor característico, fctk , de forma idêntica ao que foi feito para a 

resistência à compressão (ver o Número 1 desta Série).  

O CEB/90(10) define dois valores característicos para a resistência à tração do concreto: 

valor característico inferior, fctk min, , correspondente ao quantil de 5%; valor característico 
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superior, fctk max, , correspondente ao quantil de 95%. Esses valores característicos podem ser 

estimados a partir da resistência característica à compressão com o emprego das equações 

 

f f
ctk min

ck
, ,= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

0 95
10

2 3

, MPa                                                    (1.1) 

 

f f
ctk max

ck
, ,= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1 85
10

2 3

, MPa                                                    (1.2) 

 

 Os valores característicos são empregados no projeto no sentido desfavorável. Por 

exemplo, o valor característico inferior fctk min,  é usado para determinar o valor limite da tensão 

de aderência. Neste caso, quanto menor for a tensão de aderência, maior será o comprimento de 

ancoragem(2) e, portanto, fctk min,  é desfavorável.  

Por outro lado, para o cálculo da área mínima da armadura de flexão, emprega-se o valor 

característico superior fctk max, . Neste caso, a armadura mínima é diretamente proporcional à 

resistência à tração do concreto(2) e fctk max,  é desfavorável. 

Nas verificações relativas aos estados limites de utilização, interessa é a resposta média da 

estrutura. Assim, para o cálculo da abertura das fissuras e para a avaliação das flechas de vigas(3), 

emprega-se a resistência média à tração fctm .  

Segundo o CEB/90, o valor médio da resistência à tração do concreto pode ser estimado 

através da expressão 

 

f f
ctm

ck= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 40
10

2 3

, , MPa                                                        (1.3) 

 

 Comparando as equações (1.1), (1.2) e (1.3), pode-se escrever 

 

( )f V fctk min ctm, ,= −1 1 645    ;  ( )f V fctk max ctm, ,= +1 1 645                         (1.4) 

 

onde V ≅ 0 20,  é o valor estimado para o coeficiente de variação da resistência à tração do 

concreto. 
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2 - Resistência à tração obtida nos diversos ensaios 

 

A resistência à tração do concreto depende do tipo de ensaio realizado. Isto ocorre porque 

as tensões de tração se distribuem de maneira diferente para cada um dos ensaios descritos 

anteriormente. 

Em virtude das dificuldades de realização do ensaio de tração direta, normalmente realiza-

se o ensaio de compressão diametral (conhecido como ensaio brasileiro). De acordo com o 

CEB/90, a resistência média à tração axial, fctm , pode ser estimada a partir da resistência média 

obtida no ensaio de compressão diametral, fct sp, , através da relação 

 

f fctm ct sp= 0 9, ,                                                                   (2.1) 

 

 Considerando as equações (1.3) e (2.1), pode-se escrever 

 

f f
ct sp

ck
, ,= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1 56
10

2 3

, MPa                                                      (2.2) 

 

Ainda segundo o CEB/90, se a resistência à tração for determinada em um ensaio de flexão 

de vigas, a resistência média à tração axial pode ser obtida por 

 

( )
( )

f f
h

h
ctm ct fl=

+
,

,

,
,

,

1 5 100

1 1 5 100

0 7

0 7                                                    (2.3) 

 

onde fct fl,  é a resistência média à tração na flexão e h > 50mm é a altura da viga. 

 A resistência à tração na flexão também é denominada de módulo de ruptura.  

 Para vigas de seção quadrada com h = 100mm e h = 150mm, resulta 

 

f fctm ct fl= 0 60, ,  ,  para h = 100mm                                               (2.4) 

f fctm ct fl= 0 67, ,  ,  para h = 150mm                                           (2.5) 

 

 Considerando as equações (1.3) e (2.5), pode-se escrever 
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f f
ct fl

ck
, ,= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2 10
10

2 3

, MPa,  para h = 150mm                                     (2.6) 

 

 Na fig. 2.1, apresentam-se as relações entre a resistência à tração fct , obtida no ensaio de 

tração direta, e a resistência à tração fct sp, , obtida no ensaio de compressão diametral do 

cilindro de 15cm de diâmetro por 30cm de altura. Os pontos correspondem aos resultados 

experimentais apresentados na ref.[20]. A reta indicada na fig. 2.1 corresponde à equação (2.1). 
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Fig. 2.1 - Relação entre a resistência à tração direta e a resistência à tração  

na compressão diametral (resultados experimentais extraídos da ref. 20) 

 

 Na fig. 2.2, apresentam-se as relações entre a resistência à tração direta fct  e a resistência 

à tração na flexão fct fl, . Os pontos correspondem aos resultados experimentais apresentados na 

ref.[20]. Nos ensaios de flexão, foram empregadas vigas de 100x100x400mm. Logo, segundo o 

CEB/90, as duas resistências são correlacionadas de acordo com a equação (2.4), que também é 

representada na fig. 2.2. 
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Fig. 2.2 - Relação entre a resistência à tração direta e a resistência à tração na flexão 

(resultados experimentais extraídos da ref. 20) 

 

 Na fig. 2.3, apresentam-se as relações entre a resistência à tração fct sp, , obtida no ensaio 

de compressão diametral, e a resistência à compressão simples, fc . Os pontos correspondem aos 

resultados experimentais apresentados na ref.[13]. A curva correspondente à formulação do 

CEB/90 é dada pela equação (2.2), adotando-se fc  no lugar de fck .  
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Fig. 2.3 - Relação entre a resistência à tração e a resistência à compressão simples 

(resultados experimentais extraídos da ref. 13) 
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 Na fig. 2.4, compara-se a resistência à tração fct fl, , obtida no ensaio de flexão de vigas, 

com a resistência à compressão simples fc . Os pontos correspondem aos resultados 

experimentais apresentados na ref.[13]. Nesses ensaios, foram empregadas vigas de 150mm x 

150mm x 500mm. A curva correspondente à formulação do CEB/90 é dada na equação (2.6), 

adotando-se fc  no lugar de fck .   
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Fig. 2.4 - Relação entre o módulo de ruptura e a resistência à compressão simples 

(resultados experimentais extraídos da ref. 13) 

 

 Na fig. 2.5, apresenta-se a variação da resistência à tração fct sp, , obtida no ensaio de 

compressão diametral, com a resistência à compressão simples fc . Os pontos correspondem aos 

resultados experimentais apresentados na ref.[14]. A curva correspondente à formulação do 

CEB/90 é dada pela equação (2.2), adotando-se fc  no lugar de fck . 
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Fig. 2.5 - Relação entre a resistência à tração e a resistência à compressão simples 

(resultados experimentais extraídos da ref. 14) 

 

 Diversas relações entre a resistência à tração fct sp,  e a resistência à compressão simples 

fc  têm sido sugeridas na bibliografia. Algumas dessas equações são comparadas na fig. 2.6. 

Na fig. 2.6, a curva 1 corresponde à formulação do CEB/90, dada na forma 

 

f f
ct sp

c
, ,= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1 56
10

2 3

, MPa                                                        (2.7) 

 

 A curva 2, foi obtida a partir de vários ensaios realizados com concretos de barragens 

brasileiras, sendo dada por(12) 

 

f f
f fct sp

c

c c
, , , ,

=
+ +

2

20 1156 5 878 9 277
, MPa                                         (2.8) 

 

 A curva 3, proposta na ref.[8], é dada por 

 

f fct sp c, ,= 0 54 , MPa                                                             (2.9) 
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Fig. 2.6 - Relações entre a resistência à tração na compressão diametral e a  

resistência à compressão simples 

 

 Observa-se que as três curvas apresentam a mesma tendência e que os resultados obtidos 

são relativamente próximos até uma resistência à compressão da ordem de 40MPa. 

 

3 - Variação da resistência à tração com a idade 

 

A resistência média à tração axial do concreto, ( )f tctm , em uma idade t  dias, pode ser 

correlacionada com sua resistência à compressão ( )f tcm , escrevendo a equação (1.3) na forma 

 

( ) ( )f t
f t

ctm
cm=

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥1 40

10

2 3

, , MPa                                                       (3.1) 

 

 Segundo o CEB/90, a resistência média à compressão na idade t  dias, ( )f tcm , é dada por 

 

( ) ( )f t t fcm cc cm= β                                                                  (3.2) 

 

onde f cm  é a resistência média à compressão aos 28 dias de idade e ( )βcc t  é a função de 

envelhecimento apresentada no Número 1 desta Série. 
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 Substituindo a equação (3.2) em (3.1), resulta 

 

( ) ( )f t t fctm ct ctm= β                                                                    (3.3) 

 

onde fctm  é a resistência média à tração axial aos 28 dias. 

A função que representa o aumento da resistência à tração com a idade é dada por 

 

( ) ( )[ ]β βct cct t=
2 3

                                                                  (3.4) 

 

sendo ( )βcc t  a função que define o aumento da resistência à compressão com a idade. 

 A mesma função ( )βct t  pode ser usada para avaliar o aumento das resistências à tração na 

flexão e na compressão diametral, em virtude das relações lineares admitidas nas equações (2.1) 

e (2.3). 

 Na fig. 3.1, compara-se a variação teórica da resistência à tração, dada pela expressão 

(3.3), com resultados experimentais apresentados na ref.[20]. Nesses ensaios foi utilizado 

cimento Portland pozolânico. Portanto, o coeficiente que define o tipo de cimento é s = 0 38, . 
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Fig. 3.1 - Variação da resistência à tração do concreto com a idade 

(resultados experimentais extraídos da ref. 20) 
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Para levar em conta o efeito da temperatura de cura na resistência à tração do concreto, 

adota-se a idade equivalente te , em vez da idade real (ver o Número 1 desta Série). 

 A resistência à tração do concreto depende da temperatura no momento da realização do 

ensaio. Segundo o CEB/90, para temperaturas no intervalo 0oC<T <80oC, a resistência à tração 

uniaxial fct  e a resistência à tração na compressão diametral fct sp,  não são significativamente 

afetadas pela temperatura no instante de realização do ensaio.  A resistência à tração na flexão 

( )f Tct fl,  pode ser estimada como 

 

( ) ( )f T f Tct fl ct fl, , , ,= −11 0 005                                                  (3.5) 

 

onde T oC é a temperatura ambiente durante a realização do ensaio e fct fl,  é a resistência à 

tração na flexão para temperatura de 20oC. 

 

4 - Resistência à tração do concreto sob carga dinâmica 

 

 Assim como ocorre com a resistência à compressão, a resistência à tração do concreto 

depende da taxa de tensão ou de deformação. De acordo com o CEB/90, a resistência à tração do 

concreto sob impacto, fct imp, , pode ser avaliada por 

 

( )f fct imp ctm ct cto, & &= σ σ δ
,       para &σct ≤ 106 MPa/s                         (4.1) 

 

( )f fct imp ctm ct cto, & &= λ σ σ 1 3
,   para  &σct > 106  MPa/s                      (4.2) 

 

onde 

δ =
+

1
10 0 6, fcm

  ;  logλ δ= −7 7 3                                            (4.3) 

 

 Nessas expressões, fctm  é a resistência média à tração, dada na equação (1.3), e fcm  é a 

resistência média à compressão simples, ambas referentes ao ensaio convencional com baixa 
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velocidade de carga. A taxa de tensão de referência é & ,σcto = 0 1MPa/s e a taxa de tensão de 

tração considerada é &σct . 

 Se a taxa de deformação &εct  for conhecida, a resistência à tração fct imp,  é dada por 

 

( )f fct imp ctm ct cto,
,& &= ε ε δ1 016

  ,       para &εct ≤ 30s-1                           (4.4) 

 

( )f fct imp ctm ct cto, & &= β ε ε 1 3
 ,         para  &εct > 30 s-1                                        (4.5) 

 

onde 

log , ,β δ= −7 112 2 33                                                             (4.6) 

 

 Nessas expressões, &εcto x= −3 10 6s-1. O coeficiente δ  é dado na equação (4.3). 

 

 

5 - Energia de fratura do concreto 

 

Uma vez que a resistência à tração do concreto é pequena em relação à sua resistência à 

compressão, durante muito tempo a mesma foi desprezada nos procedimentos de projeto. Como 

alternativa a essa prática, é usual admitir-se um comportamento frágil em tração, conforme 

indicado na fig. 5.1.  

 

fct

εcr

σct

εct

1
Ect

 
 

Fig. 5.1 - Diagrama tensão-deformação com ruptura brusca 
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Na fig. 5.1, f ct  é a resistência à tração, ε cr  é a deformação correspondente ao início da 

fissuração e Ect  é o módulo de deformação longitudinal do concreto em tração. 

Os ensaios de tração realizados em prismas de concreto(15) indicam que o módulo de 

deformação longitudinal em tração, Ect , é aproximadamente igual ao módulo em compressão, 

Ec . 

A adoção do comportamento da fig. 5.1, entretanto, não é satisfatória para diversas 

aplicações como, por exemplo, a análise de fissuração em estruturas de concreto simples(23). Para 

se efetuar uma análise rigorosa dessas estruturas, torna-se necessária a consideração da curva 

carga-deslocamento completa para o concreto em tração. Essa curva é obtida em ensaios de 

tração simples ou de flexão de vigas, onde os deslocamentos são controlados. 

Diversos ensaios realizados por Cedolin et al.(9), Gopalaratnan e Shah(15), Zhen-Hai e Xiu-

Qin(27), dentre outros, indicam que a relação carga-deslocamento em tração é da forma 

apresentada na fig. 5.2. 
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δcr δo
δ
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σct=P/A

σ

zona de dano

 
 

Fig. 5.2 - Relação tensão-deslocamento para o concreto em tração 

 

Na fig. 5.2,  P   é a carga aplicada, A  é a área da seção transversal do corpo de prova, δ  

é o deslocamento e L  é o comprimento sobre o qual os deslocamentos são medidos. 

Quando a carga atinge o valor crítico,  P f Acr ct=  , inicia-se o processo de fissuração. 

As microfissuras se formam em uma zona mais fraca do material, a denominada zona do 

processo de fratura ou zona de dano. Com o aumento dos deslocamentos, mais microfissuras vão 

se formando e a carga diminui até que, quando  δ δ= o  , ocorre uma macrofissura com a 

separação completa do corpo de prova(23). 
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O alívio da tensão média (amolecimento) indicado na fig. 5.2 ocorre na zona de dano. A 

parte restante do corpo de prova permanece elástica e se retrai devido à redução da tensão. 

Assim, depois que inicia o desenvolvimento da zona de dano, as deformações não são uniformes 

ao longo do elemento(17).  

Neste estágio, o comportamento do material não pode ser descrito por uma curva tensão-

deformação. Isto se deve à constatação experimental de que a relação tensão-deformação, após o 

surgimento da zona de fratura, é dependente do comprimento L  sobre o qual se faz a medição. 

Dessa forma, o diagrama  σ ε−   após o pico de tensão não representa uma propriedade do 

material, como ocorre no trecho ascendente(15,27). 

Assim, a resposta do material deve ser representada por duas curvas, como indicado na fig. 

5.3. 

σct

fct

εcr εcto

σct

fct

δcr δo δ
 

 

Fig. 5.3 - Representação dos trechos ascendente e descendente da resposta em tração 

 

Conforme se indica na fig. 5.3, para o trecho ascendente pode-se empregar uma relação 

tensão-deformação nos termos da mecânica do contínuo. Após o surgimento da zona de dano, 

ocorre a quebra da continuidade e o que se tem é uma relação tensão-deslocamento. 

Os resultados experimentais indicam que a não-linearidade do trecho ascendente do 

diagrama tensão-deformação é pequena(15). Dessa forma, usualmente, essa parte é considerada 

linear. 

Em vez da relação tensão-deslocamento, pode-se empregar uma relação tensão-abertura da 

fissura para a representação do trecho descendente. A obtenção da abertura w  da fissura é 

indicada na fig. 5.4, para os casos em que o trecho ascendente é considerado linear e não-linear. 
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Fig. 5.4 - Determinação da abertura da fissura 

 

No primeiro caso, a abertura  da fissura é obtida pela diferença entre o deslocamento 

medido e a parcela elástica δ e . No segundo, deve-se ainda retirar o deslocamento  δ p  

provocado pela não-linearidade. 

Obtidas as aberturas da fissura para os vários níveis de tensão, o comportamento pós-

fissuração do material é representado como na fig. 5.5. 

σct

fct

w

Gf

 
Fig. 5.5 - Relação tensão-abertura da fissura 

 

A área  G f   sob a curva  σct w−  representa a energia de fratura específica. Essa é a 

energia necessária para que seja criada uma fissura completa de área unitária. 

Diversos métodos de ensaio podem ser empregados para a determinação da energia de 

fratura. O método depende do modo de fratura que se deseja analisar. 

Para o denominado modo I ou modo de abertura, pode-se adotar o ensaio de tração 

simples. Entretanto, um ensaio mais fácil de ser realizado é o de flexão de uma viga biapoiada. A 

viga deve possuir um entalhe na borda inferior da seção central sobre a qual é aplicada uma 

carga concentrada. O entalhe força a propagação de uma fissura e a energia de fratura pode ser 

calculada conforme as recomendações RILEM(22). 



Estruturas de Concreto, Número 2, Julho de 2001 - José Milton de Araújo 15

No modo II ou modo de corte puro, uma viga semelhante à anterior é submetida a duas 

cargas aplicadas em faces opostas. Para o modo III pode-se empregar cilindros com entalhe 

circunferencial submetidos à torção, conforme apresentando na ref. [7]. 

Comparando a energia de fratura   G f
II ,  obtida no modo II, com a energia  G f

III ,  obtida 

no modo III, Bazant e Prat(7) verificaram que  G Gf
II

f
III≅ 9  , de onde concluíram que essas 

propriedades não são constantes, mas dependem da força normal ao longo da zona de dano. 

Hillerborg(16) apresenta um estudo comparativo dos valores da energia de fratura obtidos 

em uma série de ensaios realizados em vários laboratórios. Em função dos resultados, verifica-se 

que a energia de fratura depende de uma série de fatores, como a composição do concreto, as 

condições de cura, idade, etc.. Nenhuma correlação foi encontrada, apesar do grande número de 

ensaios. Porém, é verificado que a energia de fratura aumenta com o tamanho do agregado 

graúdo. 

Segundo o CEB/90(10), na ausência de dados experimentais, a energia de fratura G f  no 

modo I pode ser estimada como 

 

G G
f

f fo
cm= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟10

0 7,

                                                      (5.1) 

 

onde f cm  é a resistência média à compressão do concreto em MPa e G fo  é o valor básico da 

energia de fratura, dado na tabela 5.1 em função do diâmetro máximo do agregado dmax . 

 

Tabela 5.1 - Valores básicos da energia de fratura G fo  (Nmm/mm2) 

dmax  (mm) G fo  (Nmm/mm2) 

8 0,025 

16 0,030 

32 0,058 

 

 

Os ensaios de tração sob carregamento cíclico(15) revelam o comportamento da fig. 5.6. 
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σct

fct

δ
 

 

Fig. 5.6 - Comportamento sob carregamento cíclico 

 

Conforme está indicado na fig. 5.6, verifica-se que a envoltória obtida no ensaio estático é 

preservada. 

Diversas formulações têm sido desenvolvidas para a consideração do comportamento 

apresentado. Algumas dessas formulações são descritas na seção seguinte. 

 

6 - Modelos de fratura para o concreto 

 

Os modelos empregados para a análise de fissuração em estruturas de concreto são 

genericamente denominados de modelos de fratura não-linear. Duas formulações distintas têm 

sido empregadas: a formulação de fissura discreta e a formulação de fissura distribuída.  

Nas primeiras, relações tensões-deformações são adotadas até o surgimento da primeira 

microfissura e relações tensões-deslocamentos, ou tensões-abertura das fissuras, são utilizadas 

em seguida. 

Nos modelos de fissuração distribuída, o material fissurado é associado a um meio 

contínuo equivalente. Dessa forma, pode-se empregar relações tensões-deformações médias 

durante toda a análise. Em geral, admite-se que a fissura se inicia quando a tensão principal 

máxima atinge a resistência à tração do concreto. 

O modelo de fissura discreta foi empregado por Hillerborg et al.(18) para analisar uma viga 

em flexão pura. Adotando uma relação linear entre a tensão e a abertura da fissura e empregando 

o método dos elementos finitos, foi possível obter a resposta da estrutura até a fratura completa. 

Aplicações do modelo de fissuração discreta para a análise de barragens de concreto foram feitas 

por  Skrikerud e Bachmann(24). 

Os modelos de fissura discreta, entretanto, apresentam uma série de inconvenientes. Em 

primeiro lugar, o caminho de propagação da fissura deve ser estabelecido a priori. Em situações 
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gerais, esse caminho não é conhecido e diversas localizações possíveis devem ser testadas, o que 

leva a um grande esforço computacional. 

Aliado a esse fato, os modelos de fissura discreta exigem algoritmos especiais para a 

redefinição da malha de elementos finitos sem que a banda da matriz de rigidez seja perdida(19). 

Além disso, é muito difícil considerar a situação em que as direções das tensões principais na 

zona de fratura giram durante o processo de propagação. Este caso ocorre, por exemplo, quando 

primeiro uma tensão normal de tração vertical produz uma fissuração parcial e a falha é 

subseqüentemente causada por uma corte horizontal(6). 

Em vista disso, as pesquisas recentes têm buscado o desenvolvimento de modelos de 

fissuração distribuída. Entretanto, a simples utilização de um diagrama tensão-deformação 

incluindo o amolecimento leva a resultados que não são objetivos em relação à malha de 

elementos finitos. Na verdade, os resultados são fortemente afetados pela escolha dos tamanhos 

dos elementos(5). 

Tem sido postulado que, para tornar os resultados insensíveis à escolha da malha, é 

necessário que o modelo contínuo equivalente reproduza a energia necessária para o 

desenvolvimento completo da fratura. Isto é conseguido pela introdução de uma medida do 

comprimento da zona de fratura, o denominado comprimento característico. Diversos modelos 

dessa natureza têm sido propostos por Bazant e Oh(6), Nilsson e Oldenburg(21), Yamaguchi e 

Chen(26), dentre outros. 

Esses modelos, entretanto, exigem que o tamanho do elemento finito seja pequeno para 

que o amolecimento seja possível. Para estruturas de grandes dimensões, como as barragens de 

concreto, essa limitação quanto ao tamanho do elemento é proibitiva. 

Bazant e Oh(6), por exemplo, adotam o modelo indicado na fig. 6.1. 

 

σct

εcr=fct/Ec εo εct

fct

Ec
1

Af

σct

σct

le

 
Fig. 6.1 - Modelo de Bazant e Oh 
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Na fig. 6.1, indicam-se o corpo de volume  V com uma fissura de área  Af   e o diagrama 

tensão-deformação do modelo contínuo equivalente. A energia de deformação no modelo 

contínuo é dada por 

 

V d Vf
ct ct

ct o
o

σ ε εε

=∫ 2
0

                                                           (6.1) 

 

Igualando a energia de deformação à energia de fratura total, A Gf f  , resulta 

 

εo
f

ct

fG
f

A
V

=
2

                                                             (6.2) 

 

e definindo  l V Ae f= /   como sendo o comprimento característico, chega-se a  

 

εo
f

ct e

G
f l

=
2

                                                                (6.3) 

 

A condição necessária para a existência do trecho descendente do diagrama tensão-

deformação é que  ε εo cr>  . Impondo essa restrição na equação (6.3), resulta 

 

l l
E G

f
e cr

c f

ct
< =

2
2

                                                              (6.4) 

onde lcr  é o comprimento crítico. 

 

A equação (6.4) representa uma restrição quanto ao tamanho dos elementos a serem 

empregados na solução com o método dos elementos finitos. Para grandes estruturas, essa 

limitação é impraticável. Nestes casos, Bazant e Oh sugerem a adoção de um diagrama tensão-

deformação com fratura brusca  ( )ε εo cr=  e com uma resistência reduzida. 

 

Igualando ε o   a  ε cr ct cf E= / ,  chega-se a  
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f
E G

lcte
c f

e
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 1 2/

                                                          (6.5) 

 

que é a expressão da resistência à tração equivalente f cte . 

A expressão (6.5) tem sido empregada em vários estudos de fissuração em barragens de 

concreto na expectativa de que, trabalhando com essa resistência equivalente, os resultados 

sejam independentes da malha de elementos finitos(11,25). Na seção seguinte será mostrado que, 

na verdade, a expressão (6.5) também leva a resultados dependentes da escolha da malha de 

elementos finitos. 

 

7 - Análise de uma barra sob tração pura 

 

Para demonstrar a falta de objetividade do critério de resistência convencional, bem como 

do critério proposto por Bazant e Oh (equação (6.5)), é analisada a barra da fig. 7.1. 

 

l

p

Q

carregamento

x

σmax

σ(x)

σo

tensões

 
 

Fig. 7.1 - Carregamento e tensões na barra 

 

A barra tem um comprimento  l  e é submetida a uma força concentrada  Q  na 

extremidade e a uma carga  p  uniformemente distribuída ao longo do seu eixo. 

A tensão normal  ( )σ x  em uma seção genérica é dada por 
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( )σ σ αx x
l

fo ct= + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1                                                     (7.1) 

 

onde  σ o Q A=   e  ( )α = pl Af ct , sendo  A  a área da seção transversal da barra e f ct  a 

resistência à tração do material. 

O parâmetro  α  pode ser variado para introduzir diferentes gradientes de tensões na barra. 

A tensão máxima é dada por 

 

σ σ αmax o ctf= +                                                                (7.2) 

 

e a ruptura da barra ocorrerá quando  σ max ctf= , de onde se conclui que 

 

( )σ αou ctf= −1                                                                 (7.3) 

 

é o valor exato da máxima tensão que se pode aplicar na extremidade da barra para um dado 

valor do parâmetro  α . 

Empregando o método dos elementos finitos, a barra é discretizada em  n  elementos de 

comprimento  h , conforme está indicado na fig. 7.2. 

 

1

2

i

n

l
h=l/n

h x1

x1 = distância do extremo
engastado ao primeiro ponto
de integração do elemento 1

discretização do
eixo da barra

 
 

Fig. 7.2 - Discretização da barra em n  elementos finitos 
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A carga de ruptura  Q  (ou a tensão σ o ) pode ser obtida empregando-se um procedimento 

incremental. Em cada etapa de carga são calculadas as tensões nos pontos de integração. Quando 

a tensão atingir a resistência à tração do material, tem-se determinada a carga de ruptura (ou a 

tensão de ruptura  σ o ). 

Em virtude do gradiente de tensões, a fissuração será detectada, primeiramente, no 

elemento 1 e no ponto de integração mais próximo do engaste (fig. 7.2). A coordenada  x1 desse 

ponto é dada por 

 

x Rh1 =                                                                            (7.4) 

 

onde  R   depende do número de pontos de integração adotado. 

Empregando a regra de integração numérica de Gauss-Legendre, tem-se que 

 

                          R = 1 2    ,  adotando-se 1 ponto de integração; 

(7.5) 

                         R = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1 1
3

 , adotando-se 2 pontos de integração. 

 

Introduzindo (7.4) em (7.1) e lembrando que  h l n= ,  pode-se obter a tensão  σ 1  no 

ponto de integração, na forma 

 

( )σ σ α1 1= + −o ctR n f                                                      (7.6) 

 

A fissuração, com a conseqüente ruptura da barra, ocorre quando  σ 1 atinge um valor 

último de referência. No critério de resistência convencional, essa tensão última é a própria 

resistência à tração do material e no critério de Bazant e Oh é a resistência à tração equivalente, 

dada na equação (6.5). 

Igualando  σ 1  a  f ct , pode-se obter a tensão de ruína  σ o   e considerando a equação 

(7.3) chega-se a 

( )
σ
σ

α
α

o

ou

R
n

= +
−

1
1

                                                            (7.7) 
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que é a relação entre a tensão de ruptura obtida com o critério de resistência convencional e a 

tensão de ruptura exata. 

Da equação (7.7), verifica-se que o critério de resistência convencional fornece a solução 

exata se o gradiente de tensões é nulo ( )α = 0 , independentemente do número  n  de elementos. 

Se o gradiente de tensões não é nulo, esse critério fornece um valor superior para a tensão de 

ruptura, o qual converge para a solução exata com o refinamento da malha. 

Para empregar o critério de Bazant e Oh (equação (6.5)), é necessário definir o 

comprimento característico  le . Isto é feito na fig. 7.3, conforme se considere 1 ou 2 pontos de 

integração por elemento. 

le=h

le=h/2

le

Um ponto de
integração

Dois pontos de
integração

 
 

Fig. 7.3 - Determinação do comprimento característico 

 

Com as definições dadas na fig. 7.3, a equação (6.5) pode ser escrita na forma 

 

f
E G S

hcte
c f=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2
1

2
                                                         (7.8) 

 

onde   S   é o número de pontos de integração adotado. 

Definindo  K
E G

lf
c f

ct
=

2
2

  e lembrando que  l nh= , resulta 

 

( )f KnS f fcte ct ct= ≤
1

2                                                     (7.9) 

 

que é a expressão da resistência à tração equivalente do modelo de Bazant e Oh. 
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Igualando a tensão  σ 1 no ponto de integração, dada na equação (7.6), à resistência 

equivalente f cte , obtém-se a tensão de ruína  σ o . Considerando a equação (7.3), chega-se a 

 

( ) ( )σ
σ

α
α

o

ou

KnS R n
=

− −

−

1
2 1
1

                                            (7.10) 

 

que é a relação entre a tensão de ruptura obtida com a resistência à tração equivalente e a tensão 

de ruptura exata. 

Observa-se, então, que esse critério também é dependente da malha, mesmo no caso em 

que o gradiente de tensões é nulo. 

Das equações (7.7) e (7.10), conclui-se que tanto o critério de resistência convencional, 

quanto o critério de Bazant e Oh, dependem da malha, do número de pontos de integração e do 

gradiente de tensões. 

Na fig. 7.4, são apresentadas as relações (7.7) e (7.10) para o caso em que  K = 0 05,  e 

S = 1 (1 ponto de integração). O número máximo de elementos para a utilização do critério de 

Bazant e Oh é obtido da equação (7.9) e, para este exemplo, é igual a 20. Com um maior 

refinamento da malha, deve-se considerar o amolecimento e a equação (6.5) não é aplicável. 
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Fig. 7.4 - Influência do gradiente de tensões 
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Na fig. 7.5, apresentam-se os resultados obtidos com  α = 0  e  S = 1. Neste caso, o 

critério de resistência convencional é independente da malha, enquanto que o critério de Bazant 

e Oh é influenciado pelo parâmetro K . Na fig. 7.6, indicam-se os resultados obtidos 

considerando-se 1 e 2 pontos de integração. 
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Fig. 7.5 - Influência do parâmetro K  
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Fig. 7.6 - Influência da ordem da integração numérica 



Estruturas de Concreto, Número 2, Julho de 2001 - José Milton de Araújo 25

 Dos exemplos anteriores conclui-se que, para o estudo de fissuração em estruturas de 

concreto com o emprego do método dos elementos finitos, é de fundamental importância a 

adoção de um critério de fissuração independente da malha. Os critérios de fissuração 

apresentados são dependentes da malha e não são apropriados para a análise de estruturas de 

grandes dimensões como, por exemplo, as barragens de concreto simples.  

 Um critério de fissuração que leva a resultados independentes da malha de elementos 

finitos deve considerar os gradientes de tensões, como os critérios propostos pelo Autor(1,4). No 

critério apresentado na ref.[4], a resistência à tração equivalente é determinada a partir do 

conhecimento da energia de deformação específica em cada ponto de integração dos elementos 

finitos. No critério da ref.[1], a resistência à tração equivalente é obtida a partir de um 

coeficiente de risco de fissuração, o qual é avaliado nos pontos de integração e nos nós dos 

elementos finitos. Ambos os critérios se mostraram independentes da malha de elementos finitos, 

como está demostrado nas referências [1,4]. 
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