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1 - Ensaios para determinar a resisténcia a tracdo do concreto

A resisténcia a tracdo do concreto pode ser determinada em trés ensaios diferentes: ensaio
de tracdo axial, ensaio de compressdo diametral ou ensaio de flexdo de vigas. Normalmente, o

termo resisténcia a tracdo que aparece nas normas de projeto refere-se a resisténcia a tracdo

axial (tracdo direta), f . Na fig. 1.1, indicam-se os esquemas dos trés ensaios utilizados.

Tracao direta

P, P,
< — f.=PJ/A
A

Compressao diametral

lllp

— f_, _=2P /(mdh)

ct,sp

Flexao de vigas

\l/Pu \I/Pu

f

ct,fl

=6aP /(bh?)

T S

Fig. 1.1 - Ensaios para a determinacdo da resisténcia a tracdo do concreto

De maneira analoga a resisténcia a compressao, a resisténcia a tracdo do concreto
apresenta uma significativa variabilidade em torno de um valor médio. Em geral, essa

variabilidade ¢ maior do que a verificada para a resisténcia a compressdo. Assim, pode-se definir
um valor médio, f,, e um valor caracteristico, fy , de forma idéntica ao que foi feito para a
resisténcia a compressdo (ver o Nimero 1 desta Série).

O CEB/90"? define dois valores caracteristicos para a resisténcia a tracdo do concreto:

valor caracteristico inferior, f.y min, correspondente ao quantil de 5%; valor caracteristico
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superior, Ty max correspondente ao quantil de 95%. Esses valores caracteristicos podem ser

estimados a partir da resisténcia caracteristica a compressdo com o emprego das equacdes

£ N\23

f et min = 0,95(%) MPa (1.1)
23

fotic max = 1,85(%) , MPa (1.2)

Os valores caracteristicos sdo empregados no projeto no sentido desfavoravel. Por

exemplo, o valor caracteristico inferior fy i, é usado para determinar o valor limite da tenséo
de aderéncia. Neste caso, quanto menor for a tensdo de aderéncia, maior sera 0 comprimento de
ancoragem® e, portanto, .y in € desfavoravel.

Por outro lado, para o célculo da area minima da armadura de flexdo, emprega-se o valor
caracteristico superior fgy o, . Neste caso, a armadura minima é diretamente proporcional &
resisténcia  tragdo do concreto® e f otk max € desfavoravel.

Nas verificacdes relativas aos estados limites de utilizacdo, interessa é a resposta média da

estrutura. Assim, para o calculo da abertura das fissuras e para a avaliagdo das flechas de vigas®®,
emprega-se a resisténcia média a tragao f .
Segundo o CEB/90, o valor médio da resisténcia a tracdo do concreto pode ser estimado

através da expressdo

F\23
fctm:1,40(1%<j , MPa (1.3)

Comparando as equag0es (1.1), (1.2) e (1.3), pode-se escrever

fCtk,min = (1 - 1,645\/ ) fCtm ; fCtk,maX = (1 + 1,645\/) fCtm (14)

onde V = 0,20 é o valor estimado para o coeficiente de variacdo da resisténcia a tracdo do

concreto.
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2 - Resisténcia a tracdo obtida nos diversos ensaios

A resisténcia a tracdo do concreto depende do tipo de ensaio realizado. Isto ocorre porque
as tensdes de tracdo se distribuem de maneira diferente para cada um dos ensaios descritos
anteriormente.

Em virtude das dificuldades de realizacdo do ensaio de tracdo direta, normalmente realiza-

se 0 ensaio de compressdo diametral (conhecido como ensaio brasileiro). De acordo com o

CEB/90, a resisténcia média a tracdo axial, f.,, pode ser estimada a partir da resisténcia média

obtida no ensaio de compresséo diametral, fct,sp , através da relagdo
fctm =0,9 fct,sp (2.1)

Considerando as equaces (1.3) e (2.1), pode-se escrever

23
fct75p:1,56(1%<j , MPa (2.2)

Ainda segundo o CEB/90, se a resisténcia a tragdo for determinada em um ensaio de flexao

de vigas, a resisténcia média a tracdo axial pode ser obtida por

15(h/100)*’
1+15(h/100)""

fom = ct, fl (2.3)

onde f g éaresisténcia média a tragdo na flexdo e h >50mm ¢é a altura da viga.

A resisténcia a tracdo na flexdo também é denominada de mddulo de ruptura.

Para vigas de secdo quadrada com h =100mm e h =150mm, resulta

fom =0,60f, 4 , para h=100mm (2.4)
fom = 0,67 fy 5, para h=150mm (2.5)

Considerando as equaces (1.3) e (2.5), pode-se escrever
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2/3
fon= 2,10(%) , MPa, para h=150mm (2.6)

Na fig. 2.1, apresentam-se as relacGes entre a resisténcia a tragdo f, obtida no ensaio de
tracdo direta, e a resisténcia a tragdo fct’sp, obtida no ensaio de compressdo diametral do

cilindro de 15cm de didametro por 30cm de altura. Os pontos correspondem aos resultados

experimentais apresentados na ref.[20]. A reta indicada na fig. 2.1 corresponde a equacéo (2.1).

g . -
é D
g 7 .
.
Q
18 3 <)
E .
«T o ®
S 2
)
c
«@ . [ )
k%)
8 1 N fet=0,9fct,sp
@
O T I T I T I T I T I

0 1 2 3 4 5
Resisténcia a tragao fct,sp (MPa)

Fig. 2.1 - Relagdo entre a resisténcia a tragdo direta e a resisténcia a tracao

na compressao diametral (resultados experimentais extraidos da ref. 20)

Na fig. 2.2, apresentam-se as relagdes entre a resisténcia a tragéo direta f; e a resisténcia
a tragéo na flexéo f 4. Os pontos correspondem aos resultados experimentais apresentados na

ref.[20]. Nos ensaios de flexdo, foram empregadas vigas de 100x100x400mm. Logo, segundo o
CEB/90, as duas resisténcias sdo correlacionadas de acordo com a equagdo (2.4), que também é
representada na fig. 2.2.
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Fig. 2.2 - Relacgdo entre a resisténcia a tracdo direta e a resisténcia a tracdo na flexé@o

(resultados experimentais extraidos da ref. 20)

Na fig. 2.3, apresentam-se as relagdes entre a resisténcia a tragéo fct’sp, obtida no ensaio

de compressédo diametral, e a resisténcia a compressdo simples, f.. Os pontos correspondem aos

resultados experimentais apresentados na ref.[13]. A curva correspondente a formulacdo do

CEB/90 é dada pela equagdo (2.2), adotando-se f. no lugar de f .

Resisténcia a tracao fct,sp (MPa)
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Fig. 2.3 - Relacdo entre a resisténcia a tracdo e a resisténcia a compressao simples

(resultados experimentais extraidos da ref. 13)
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Na fig. 2.4, compara-se a resisténcia a tracao fct’ f| » obtida no ensaio de flexdo de vigas,

com a resisténcia a compressdo simples f.. Os pontos correspondem aos resultados

experimentais apresentados na ref.[13]. Nesses ensaios, foram empregadas vigas de 150mm X

150mm x 500mm. A curva correspondente a formulagdo do CEB/90 é dada na equacdo (2.6),

adotando-se f. no lugar de f .
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Fig. 2.4 - Relacdo entre o mddulo de ruptura e a resisténcia a compressado simples

(resultados experimentais extraidos da ref. 13)

Na fig. 2.5, apresenta-se a variacdo da resisténcia a tracdo fct,sp' obtida no ensaio de

compressdo diametral, com a resisténcia a compressdo simples f.. Os pontos correspondem aos

resultados experimentais apresentados na ref.[14]. A curva correspondente a formulacdo do

CEB/90 é dada pela equagdo (2.2), adotando-se f, no lugar de f .
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Fig. 2.5 - Relacéo entre a resisténcia a tracdo e a resisténcia a compressao simples

(resultados experimentais extraidos da ref. 14)

Diversas relagdes entre a resisténcia a tragao fct,sp e a resisténcia a compresséo simples

f. tém sido sugeridas na bibliografia. Algumas dessas equacdes sdo comparadas na fig. 2.6.

Na fig. 2.6, a curva 1 corresponde a formulacdo do CEB/90, dada na forma

f 2/3
fct,sp:1156(ﬁj , MPa (2.7)

A curva 2, foi obtida a partir de varios ensaios realizados com concretos de barragens

brasileiras, sendo dada port*?

f2
0,1156f2 +5878f, +9,277

fetsp = MPa (2.8)

A curva 3, proposta na ref.[8], é dada por

fet sp =0544/f; , MPa (2.9)
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Fig. 2.6 - Relacgdes entre a resisténcia a tracdo na compressao diametral e a

resisténcia a compressao simples

Observa-se que as trés curvas apresentam a mesma tendéncia e que os resultados obtidos

sdo relativamente proximos até uma resisténcia a compressao da ordem de 40MPa.

3 - Variacao da resisténcia a tracdo com a idade

A resisténcia média a tracdo axial do concreto, f (t) em uma idade t dias, pode ser

correlacionada com sua resisténcia a compressdo f., (t) escrevendo a equacdo (1.3) na forma

2/3
fem(t) =1,40 fclm—o(t) , MPa (3.1)

Segundo o CEB/90, a resisténcia média a compresséo na idade t dias, f, (t) é dada por

fcm (t) = :Bcc (t)fcm (3.2)

onde f, é a resisténcia média & compressdo aos 28 dias de idade e ,Bcc(t) e a funcéo de

envelhecimento apresentada no NUmero 1 desta Série.
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Substituindo a equacdo (3.2) em (3.1), resulta
fctm (t) = ﬂct (t) fctm (3.3)

onde f., ¢ aresisténcia média a tragdo axial aos 28 dias.

A funcdo que representa 0 aumento da resisténcia a tracdo com a idade é dada por

() =[O (3.4)

sendo . (t) a funcdo que define 0 aumento da resisténcia a compressao com a idade.

A mesma fungdo B (t) pode ser usada para avaliar o aumento das resisténcias a tracao na

flex&o e na compressédo diametral, em virtude das relagdes lineares admitidas nas equacoes (2.1)
e (2.3).

Na fig. 3.1, compara-se a variagdo tedrica da resisténcia a tracdo, dada pela expressao
(3.3), com resultados experimentais apresentados na ref.[20]. Nesses ensaios foi utilizado

cimento Portland pozolanico. Portanto, o coeficiente que define o tipo de cimento é s =0,38.

1.6 . . .
1.4 .
B [
o e s=0,38 °
1.2 s
§ $ °

Relacéao fct(t)/fct28
o
(o]
|

00 T I T I T I T I T I T I T I T I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Idade do concreto (dias)

Fig. 3.1 - Variacdo da resisténcia a tracdo do concreto com a idade

(resultados experimentais extraidos da ref. 20)
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Para levar em conta o efeito da temperatura de cura na resisténcia a tracdo do concreto,

adota-se a idade equivalente tg, em vez da idade real (ver o Numero 1 desta Série).

A resisténcia a tracdo do concreto depende da temperatura no momento da realizacdo do
ensaio. Segundo o CEB/90, para temperaturas no intervalo 0°C<T <80°C, a resisténcia a tracéo

uniaxial fg e a resisténcia a tragdo na compressao diametral fy; ¢, ndo sdo significativamente

afetadas pela temperatura no instante de realizacdo do ensaio. A resisténcia a tragdo na flexdo

fet f (T) pode ser estimada como
fCt, fl (T) = fCt, fl (1,1 - 0,00ST) (35)

onde T °C ¢é a temperatura ambiente durante a realizagdo do ensaio e f 4 € a resisténcia a

tracdo na flexdo para temperatura de 20°C.
4 - Resisténcia a tracdo do concreto sob carga dinamica

Assim como ocorre com a resisténcia a compressdo, a resisténcia a tracdo do concreto

depende da taxa de tenséo ou de deformacédo. De acordo com o CEB/90, a resisténcia a tracdo do

concreto sob impacto, fct,imp, pode ser avaliada por

fct,imp/ fom = (a'ct/a'cto)g, para 6, <10° MPa/s (4.1)
. 3 )
fct,imp/fctm = /I(Gct/acto )]/ , para O >10° MPals (4.2)
onde
5:; ; logA=76-7/3 (4.3)
10+ 0,6f,,

Nessas expressoes, f., é a resisténcia média & tracdo, dada na equacéo (1.3), e f., éa

resisténcia média a compressao simples, ambas referentes ao ensaio convencional com baixa
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velocidade de carga. A taxa de tensdo de referéncia é o, = 0,1MPa/s e a taxa de tensdo de
tracdo considerada é o .

Se a taxa de deformacéo & for conhecida, a resisténcia a tragdo f € dada por

.. \L0166 . _
1:ct,imp/ fctm = (gct /gcto) \ para &y < 30s (4.4)
. U3 . .
fct,imp/ 1:ctm :ﬂ(gct/gcto) : para &y >30s (4.5)
onde
logp=71126-2,33 (4.6)

Nessas expressdes, £y, = 3x10~%s™. O coeficiente & ¢ dado na equagio (4.3).

5 - Energia de fratura do concreto

Uma vez que a resisténcia a tracdo do concreto é pequena em relacdo a sua resisténcia a
compressdo, durante muito tempo a mesma foi desprezada nos procedimentos de projeto. Como
alternativa a essa pratica, é usual admitir-se um comportamento fragil em tracdo, conforme

indicado na fig. 5.1.

Oct A

ct

ct

\ 4

cr ct

Fig. 5.1 - Diagrama tensdo-deformagao com ruptura brusca
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Na fig. 5.1, f € a resisténcia a tracdo, &, é a deformacdo correspondente ao inicio da
fissuracdo e E é o médulo de deformagao longitudinal do concreto em tragéo.

Os ensaios de tracdo realizados em prismas de concreto® indicam que o médulo de
deformacéo longitudinal em tracdo, E, é aproximadamente igual ao médulo em compresséo,
E..

A adogdo do comportamento da fig. 5.1, entretanto, ndo é satisfatdria para diversas
aplicagdes como, por exemplo, a analise de fissuracdo em estruturas de concreto simples®. Para
se efetuar uma analise rigorosa dessas estruturas, torna-se necessaria a consideracdo da curva
carga-deslocamento completa para o concreto em tracdo. Essa curva € obtida em ensaios de
tracdo simples ou de flex&o de vigas, onde os deslocamentos sdo controlados.

Diversos ensaios realizados por Cedolin et al.”, Gopalaratnan e Shah®™, Zhen-Hai e Xiu-
Qin®, dentre outros, indicam que a relagdo carga-deslocamento em tracdo é da forma

apresentada na fig. 5.2.

A o
S L+ |===|¥ zona de dano

cr

Fig. 5.2 - Relacéo tensdo-deslocamento para o concreto em tracédo

Na fig. 5.2, P é a carga aplicada, A é a area da secéo transversal do corpo de prova, 0
é o deslocamento e L é o comprimento sobre o qual os deslocamentos sdo medidos.

Quando a carga atinge o valor critico, P, = f A , inicia-se o processo de fissuragéo.
As microfissuras se formam em uma zona mais fraca do material, a denominada zona do
processo de fratura ou zona de dano. Com o aumento dos deslocamentos, mais microfissuras vao

se formando e a carga diminui até que, quando & =J, , ocorre uma macrofissura com a

separacdo completa do corpo de prova®.
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O alivio da tensdo média (amolecimento) indicado na fig. 5.2 ocorre na zona de dano. A
parte restante do corpo de prova permanece elastica e se retrai devido a reducdo da tensao.
Assim, depois que inicia o desenvolvimento da zona de dano, as deformacdes nao sdo uniformes
ao longo do elemento™?”.

Neste estagio, o0 comportamento do material ndo pode ser descrito por uma curva tenséo-
deformac&o. Isto se deve a constatacdo experimental de que a relacéo tensdo-deformagéo, apds o
surgimento da zona de fratura, é dependente do comprimento L sobre o qual se faz a medic&o.
Dessa forma, o diagrama o —¢& ap6s o pico de tensdo ndo representa uma propriedade do
material, como ocorre no trecho ascendentet*2?.

Assim, a resposta do material deve ser representada por duas curvas, como indicado na fig.

5.3.

ot A c

ct

\ 4

0V

cr ct cr 8O

Fig. 5.3 - Representacdo dos trechos ascendente e descendente da resposta em tragédo

Conforme se indica na fig. 5.3, para o trecho ascendente pode-se empregar uma relacédo
tensdo-deformacdo nos termos da mecénica do continuo. Apds o surgimento da zona de dano,
ocorre a quebra da continuidade e o que se tem é uma relacdo tensao-deslocamento.

Os resultados experimentais indicam que a ndo-linearidade do trecho ascendente do
diagrama tensdo-deformacdo é pequena™®. Dessa forma, usualmente, essa parte é considerada
linear.

Em vez da relacdo tensdo-deslocamento, pode-se empregar uma relacdo tensdo-abertura da
fissura para a representacdo do trecho descendente. A obtencdo da abertura W da fissura é

indicada na fig. 5.4, para 0s casos em que o trecho ascendente € considerado linear e ndo-linear.
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ct4

ct

Vv

Fig. 5.4 - Determinacéo da abertura da fissura

14

No primeiro caso, a abertura da fissura é obtida pela diferenca entre o deslocamento

medido e a parcela elastica o,. No segundo, deve-se ainda retirar o deslocamento

provocado pela ndo-linearidade.

o

p

Obtidas as aberturas da fissura para os varios niveis de tensdo, o comportamento pos-

fissuracdo do material é representado como na fig. 5.5.

A drea Gy

A

&)

\ 4

Fig. 5.5 - Relagdo tensdo-abertura da fissura

energia necessaria para que seja criada uma fissura completa de area unitéria.

sob a curva o — W representa a energia de fratura especifica. Essa é a

Diversos métodos de ensaio podem ser empregados para a determinacdo da energia de

fratura. O método depende do modo de fratura que se deseja analisar.

Para o denominado modo | ou modo de abertura, pode-se adotar o ensaio de tracao

simples. Entretanto, um ensaio mais facil de ser realizado é o de flexdo de uma viga biapoiada. A

viga deve possuir um entalhe na borda inferior da secdo central sobre a qual é aplicada uma

carga concentrada. O entalhe forca a propagacdo de uma fissura e a energia de fratura pode ser

calculada conforme as recomendacdes RILEM®@?.
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No modo Il ou modo de corte puro, uma viga semelhante a anterior € submetida a duas
cargas aplicadas em faces opostas. Para 0 modo Ill pode-se empregar cilindros com entalhe

circunferencial submetidos a tor¢cdo, conforme apresentando na ref. [7].

Comparando a energia de fratura G]!' , obtida no modo I, com a energia G ]!” , obtida

no modo 111, Bazant e Prat” verificaram que Gj = 9G;" ., de onde concluiram que essas

propriedades ndo sdo constantes, mas dependem da forca normal ao longo da zona de dano.
Hillerborg®® apresenta um estudo comparativo dos valores da energia de fratura obtidos
em uma série de ensaios realizados em varios laboratorios. Em funcéo dos resultados, verifica-se
que a energia de fratura depende de uma série de fatores, como a composicdo do concreto, as
condicdes de cura, idade, etc.. Nenhuma correlacdo foi encontrada, apesar do grande nimero de
ensaios. Porém, é verificado que a energia de fratura aumenta com o tamanho do agregado

graudo.

Segundo o CEB/90"?, na auséncia de dados experimentais, a energia de fratura G no

modo | pode ser estimada como

0,7
G; =G (fcmj (5.1)
f fo 10 :

onde f.;, ¢é a resisténcia média & compresséo do concreto em MPa e Gy, é o valor basico da

energia de fratura, dado na tabela 5.1 em fungo do didmetro maximo do agregado d -

Tabela 5.1 - Valores basicos da energia de fratura Gy, (Nmm/mm?)

oy (MM) G, (Nmm/mm?)
8 0,025
16 0,030
32 0,058

Os ensaios de tracdo sob carregamento ciclico™ revelam o comportamento da fig. 5.6.



Estruturas de Concreto, Nimero 2, Julho de 2001 - José Milton de Araljo 16

ct A

ct ]

Fig. 5.6 - Comportamento sob carregamento ciclico

Conforme esté indicado na fig. 5.6, verifica-se que a envoltoria obtida no ensaio estatico €
preservada.
Diversas formulacdes tém sido desenvolvidas para a consideracdo do comportamento

apresentado. Algumas dessas formulagdes séo descritas na secdo seguinte.

6 - Modelos de fratura para o concreto

Os modelos empregados para a andlise de fissuracdo em estruturas de concreto séo
genericamente denominados de modelos de fratura ndo-linear. Duas formulagGes distintas tém
sido empregadas: a formulacdo de fissura discreta e a formulagéo de fissura distribuida.

Nas primeiras, relacdes tensdes-deformacgdes sdo adotadas até o surgimento da primeira
microfissura e relaces tensdes-deslocamentos, ou tensdes-abertura das fissuras, sdo utilizadas
em seguida.

Nos modelos de fissuracdo distribuida, o material fissurado é associado a um meio
continuo equivalente. Dessa forma, pode-se empregar relacdes tensdes-deformacbes medias
durante toda a andlise. Em geral, admite-se que a fissura se inicia quando a tensdo principal
maxima atinge a resisténcia a tragéo do concreto.

O modelo de fissura discreta foi empregado por Hillerborg et al.“® para analisar uma viga
em flex&o pura. Adotando uma relagéo linear entre a tenséo e a abertura da fissura e empregando
0 método dos elementos finitos, foi possivel obter a resposta da estrutura até a fratura completa.
AplicacGes do modelo de fissuracéo discreta para a analise de barragens de concreto foram feitas
por Skrikerud e Bachmann®®®.

Os modelos de fissura discreta, entretanto, apresentam uma série de inconvenientes. Em

primeiro lugar, o caminho de propagacéo da fissura deve ser estabelecido a priori. Em situac6es
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gerais, esse caminho ndo é conhecido e diversas localizages possiveis devem ser testadas, 0 que
leva a um grande esforgo computacional.

Aliado a esse fato, os modelos de fissura discreta exigem algoritmos especiais para a
redefinicdo da malha de elementos finitos sem que a banda da matriz de rigidez seja perdida™®.
Além disso, € muito dificil considerar a situacdo em que as direcfes das tensdes principais na
zona de fratura giram durante o processo de propagacédo. Este caso ocorre, por exemplo, quando
primeiro uma tensdo normal de tracdo vertical produz uma fissuracdo parcial e a falha é
subseqiientemente causada por uma corte horizontal ®.

Em vista disso, as pesquisas recentes tém buscado o desenvolvimento de modelos de
fissuracdo distribuida. Entretanto, a simples utilizacdo de um diagrama tensdo-deformacéo
incluindo o amolecimento leva a resultados que ndo sdo objetivos em relacdo a malha de
elementos finitos. Na verdade, os resultados séo fortemente afetados pela escolha dos tamanhos
dos elementos®.

Tem sido postulado que, para tornar os resultados insensiveis a escolha da malha, €
necessario que o modelo continuo equivalente reproduza a energia necessaria para 0
desenvolvimento completo da fratura. Isto é conseguido pela introducdo de uma medida do
comprimento da zona de fratura, 0 denominado comprimento caracteristico. Diversos modelos
dessa natureza tém sido propostos por Bazant e Oh®, Nilsson e Oldenburg®?, Yamaguchi e
Chen®®, dentre outros.

Esses modelos, entretanto, exigem que o tamanho do elemento finito seja pequeno para
que o amolecimento seja possivel. Para estruturas de grandes dimensdes, como as barragens de
concreto, essa limitacdo quanto ao tamanho do elemento é proibitiva.

Bazant e Oh®, por exemplo, adotam o modelo indicado na fig. 6.1.

GCt A TGCt
fct 1 Af
~
: B_._._ I
| e
E. !
1
| — ls
Scr:fctj Ec € €t ct

Fig. 6.1 - Modelo de Bazant e Oh
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Na fig. 6.1, indicam-se o corpo de volume V com uma fissura de drea A; e o diagrama

tensdo-deformacdo do modelo continuo equivalente. A energia de deformacdo no modelo

continuo é dada por

g0
Vi, &
2
0
Igualando a energia de deformacdo a energia de fratura total, A; G , resulta
2G; Ag
Ey = — (6.2)
fo V
e definindo I, =V / A; como sendo o comprimento caracteristico, chega-se a
2G,
Ey = (6.3)
Fetle

A condicdo necessaria para a existéncia do trecho descendente do diagrama tensao-

deformagéo € que &, > &, . Impondo essa restri¢do na equagéo (6.3), resulta

2E.G

<|cr_ f2
ct

(6.4)

e

onde |, é o comprimento critico.

A equacdo (6.4) representa uma restricdo quanto ao tamanho dos elementos a serem
empregados na solucdo com o metodo dos elementos finitos. Para grandes estruturas, essa

limitacdo € impraticavel. Nestes casos, Bazant e Oh sugerem a adoc¢do de um diagrama tensao-

deformagéo com fratura brusca (50 = 5cr) e com uma resisténcia reduzida.

Igualando &, a &, = f / E;, chega-sea
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f 2E.G, 2
cte — (6.5)

Ie

que é a expressdo da resisténcia a tragdo equivalente f .

A expressdo (6.5) tem sido empregada em varios estudos de fissuracdo em barragens de
concreto na expectativa de que, trabalhando com essa resisténcia equivalente, os resultados
sejam independentes da malha de elementos finitos**?®. Na sec&o seguinte sera mostrado que,
na verdade, a expressdo (6.5) também leva a resultados dependentes da escolha da malha de

elementos finitos.
7 - Analise de uma barra sob tracéo pura

Para demonstrar a falta de objetividade do critério de resisténcia convencional, bem como

do critério proposto por Bazant e Oh (equacéo (6.5)), € analisada a barra da fig. 7.1.

/[ /L L1/ max
l X
0 5(x)
l I
!
!
v GO
lo N
tensoes

carregamento

Fig. 7.1 - Carregamento e tensdes na barra

A barra tem um comprimento | e é submetida a uma forca concentrada Q na

extremidade e a uma carga P uniformemente distribuida ao longo do seu eixo.

A tenséo normal o(X) em uma secdo genérica é dada por
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o(x)=0, + a(l— ij fet (7.1)

onde o, =Q/A e a=pl/(Af,), sendo A aéreada secdo transversal da barrae f a

resisténcia a tracdo do material.
O par@metro o pode ser variado para introduzir diferentes gradientes de tensdes na barra.

A tensdo maxima é dada por

Omax =00 +a Ty (7.2)
e a ruptura da barra ocorrerd quando o, = ft, de onde se conclui que
oo =(1—-a)fy (7.3)

¢ o valor exato da maxima tensdo que se pode aplicar na extremidade da barra para um dado

valor do parametro « .
Empregando o método dos elementos finitos, a barra é discretizada em n elementos de

comprimento h, conforme esta indicado na fig. 7.2.

‘//////// VYA A A A
1 h o« —|=%
2
| 4%

| Jh=wn x, = distancia do extremo
engastado ao primeiro ponto
de integracéo do elemento 1

n

discretizacdo do
eixo da barra

Fig. 7.2 - Discretizacdo da barraem n elementos finitos
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A carga de ruptura Q (ou a tenséo o) pode ser obtida empregando-se um procedimento

incremental. Em cada etapa de carga sdo calculadas as tens6es nos pontos de integragdo. Quando

a tensdo atingir a resisténcia a tracdo do material, tem-se determinada a carga de ruptura (ou a
tensdo de ruptura o).
Em virtude do gradiente de tensdes, a fissuracdo serd detectada, primeiramente, no

elemento 1 e no ponto de integragéo mais proximo do engaste (fig. 7.2). A coordenada X; desse

ponto é dada por

onde R depende do niimero de pontos de integracédo adotado.

Empregando a regra de integracdo numérica de Gauss-Legendre, tem-se que

R= ]/ 2 , adotando-se 1 ponto de integracéo;
(7.5)

1 1
R= —(1 - —) , adotando-se 2 pontos de integracao.

ZANIINE)

Introduzindo (7.4) em (7.1) e lembrando que h = I/n, pode-se obter a tensdo o no

ponto de integracdo, na forma
01 =0, + a(l— R/n) fet (7.6)

A fissuragcdo, com a consequiente ruptura da barra, ocorre quando o, atinge um valor

ultimo de referéncia. No critério de resisténcia convencional, essa tensdo ultima é a propria
resisténcia a tracdo do material e no critério de Bazant e Oh € a resisténcia a tracdo equivalente,
dada na equacdo (6.5).

Igualando oy a f, pode-se obter a tensdo de ruina o, e considerando a equagdo

(7.3) chega-se a

=1+— (7.7)
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que ¢ a relacdo entre a tensdo de ruptura obtida com o critério de resisténcia convencional e a
tensdo de ruptura exata.

Da equacéo (7.7), verifica-se que o critério de resisténcia convencional fornece a solucao
exata se o gradiente de tensdes é nulo (a = O) , independentemente do nimero N de elementos.
Se o gradiente de tensbes ndo € nulo, esse critério fornece um valor superior para a tensdo de

ruptura, o qual converge para a solugdo exata com o refinamento da malha.

Para empregar o critério de Bazant e Oh (equacdo (6.5)), é necessario definir o
comprimento caracteristico |, . Isto é feito na fig. 7.3, conforme se considere 1 ou 2 pontos de

integracdo por elemento.

. |.=h/2
o e:h v
. l,
Um ponto de Dois pontos de
integracao integracao

Fig. 7.3 - Determinacdo do comprimento caracteristico

Com as definicdes dadas na fig. 7.3, a equacdo (6.5) pode ser escrita na forma

2ECGf S %
1:cte T

(7.8)
h
onde S ¢é o ndmero de pontos de integracdo adotado.
2E.G;
Definindo K = ——— e lembrando que | =nh, resulta
If &

que € a expressdo da resisténcia a tracdo equivalente do modelo de Bazant e Oh.
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Igualando a tensdo oy no ponto de integracdo, dada na equagdo (7.6), a resisténcia

equivalente f ., obtém-se a tensdo de ruina o, . Considerando a equagéo (7.3), chega-se a

B of1-
o, _(KnS)'2 —a(1-R/n) .10
Ooy l1-«

que € a relacdo entre a tensdo de ruptura obtida com a resisténcia a tracdo equivalente e a tensao
de ruptura exata.

Observa-se, entdo, que esse critério também € dependente da malha, mesmo no caso em
que o gradiente de tensdes é nulo.

Das equacdes (7.7) e (7.10), conclui-se que tanto o critério de resisténcia convencional,
quanto o critério de Bazant e Oh, dependem da malha, do nimero de pontos de integracéo e do
gradiente de tensdes.

Na fig. 7.4, sdo apresentadas as relacdes (7.7) e (7.10) para o caso em que K =0,05 e
S =1 (1 ponto de integracdo). O nimero maximo de elementos para a utilizagdo do critério de
Bazant e Oh € obtido da equacdo (7.9) e, para este exemplo, é igual a 20. Com um maior

refinamento da malha, deve-se considerar o amolecimento e a equacao (6.5) ndo é aplicavel.

2.0 -
g | K=0,05; S=1
©
x
(]
o 1.5 )
2 Equacéo (7.7)
(0]
Z 0=0,4
S a=0
g 10 =
£
x
o
o
©
% Equacéo (7.10)
= a=0,4
0.0 | | | | |
0 5 10 15 20 25

NUmero de elementos

Fig. 7.4 - Influéncia do gradiente de tensdes
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Na fig. 7.5, apresentam-se os resultados obtidos com a =0 e S =1. Neste caso, o
critério de resisténcia convencional é independente da malha, enquanto que o critério de Bazant
e Oh é influenciado pelo parametro K. Na fig. 7.6, indicam-se os resultados obtidos

considerando-se 1 e 2 pontos de integragéo.

2.0 —
8
© a=0; S=1
x
(]
S 154
2
3] Equacéo (7.7)
3
©
S 1.0
£
x
o
o
&
9 0.5+
0
c
2 Equac&o (7.10)
0.0 | | | | |
0 5 10 15 20 25

NUmero de elementos

Fig. 7.5 - Influéncia do parametro K

2.0 5
©
IS K=0,05; o=04
x
(¢6]
o -
[5) Equac&o (7.7)
©
8 1.0-
£
x
o
o
©
3
s Equacéo (7.10)
|_
0.0 | | | | |
0 5 10 15 20 25

NUmero de elementos

Fig. 7.6 - Influéncia da ordem da integracdo numérica
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Dos exemplos anteriores conclui-se que, para o estudo de fissuracdo em estruturas de
concreto com o emprego do metodo dos elementos finitos, € de fundamental importancia a
adocdo de um critério de fissuracdo independente da malha. Os critérios de fissuracédo
apresentados sdo dependentes da malha e ndo sdo apropriados para a analise de estruturas de
grandes dimensdes como, por exemplo, as barragens de concreto simples.

Um critério de fissuracdo que leva a resultados independentes da malha de elementos
finitos deve considerar os gradientes de tensées, como os critérios propostos pelo Autor™®. No
critério apresentado na ref.[4], a resisténcia a tracdo equivalente é determinada a partir do
conhecimento da energia de deformacéo especifica em cada ponto de integracdo dos elementos
finitos. No critério da ref.[1], a resisténcia a tragdo equivalente é obtida a partir de um
coeficiente de risco de fissuracdo, o qual € avaliado nos pontos de integracdo e nos nés dos
elementos finitos. Ambos os critérios se mostraram independentes da malha de elementos finitos,

como esta demostrado nas referéncias [1,4].
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